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课时分配：上课5周、10次课。前3周为热力学、后2周为传热学。

1. 第一、二章：基本概念、热力学

2. 第一、二章：热力学

3. 第三章：理想气体热力过程

4. 第四章：气体混合、水蒸汽、湿空气

5. 第五章：喷管和流动

6. 第六、七章：压气机、燃机、蒸汽机、制冷

7. 第八、九章：传热

8. 第十章：对流

9. 第十一章：辐射

10. 第十二章：传热过程、换热器、复习
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1 introduction

热是物质内能的宏观表现，热能的转化表现为做功与传热。 • all things are made
of atoms，10−8 cm
in dimension

• move around in per-
petual motion, the
faster the hotter

• They stick together
in complicated pat-
terns

• They resist being
packed too close to-
gether

热运动、冷热的物理含义

Figure 1: The first principle from Feynman Lectures.

图 1是Richard Feynman所阐述的“世界最核心知识”。物质世界的根源
是能量。根据大爆炸理论，我们观察到的物质世界由137亿年前的大爆炸产
生，大爆炸的能量转化基本粒子并组合为原子核与电子，带正电荷的原子核

与带负电荷的电子之间的吸引力将原子结合为分子。

在微观尺度上（原子的空间尺度约为10−10 m），原子和分子在不停的运
动之中，包含原子核的平动、转动、振动，也包含电子的运动。原子分子的

结构和运动规律由量子力学描述，运动的能量表现为不连续的量子能级。

例如，分子的平动可以用宽度为L (V = L3)的方形势阱的模型来做近似。
能级结构为：

En =
ℏ2

2m
k2, k =

πn
L

(1)

其能级结构如图 2。可见当体系体积变化时，体系内部的平动能级结构也会
变化。例如对外做功，体积增加（L增加），体系内部能级差减小，对应着体
系内能的减少。又例如，分子中原子核在平衡位置附近的振动可以近似为平

衡位置附近的简谐振动。分子的振动可以很好的用简谐振子模型（harmonic
oscillator）做近似。质点受力（F）和其离平衡位置的距离（x）成正比且方 弹簧等刚体的小振动就是

典型的简谐振子的例子。
简谐振子的另一个例子是
惠更斯摆钟（Cycloid Pen-
dulum Clock）

向相反（F = −kq），势能：U = 1
2kx

2。简谐振子的能级结构为如图 3所示的
均匀分布的能级：（k = mω2）

Ev = (v +
1
2

)ℏω (2)

宏观物质内部粒子的能量，包括原子分子之间的势能、平动、转动、振动

能级的能量和电子能级的能量，统称为内能。

内能在不同能级之间的转化遵循以下三条原则：
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Figure 2:方形势阱的能级结构

Figure 3:简谐振子的能级结构

• 能量相同

• 对称性匹配

• 空间相近

能量也表现为光子，高能级和低能级之间可以发射和吸收光子，进行能

量跃迁。例如当一个体系中的分子吸收了红外光子发生了振动能级的跃迁

后，振动激发态的能量可以转移为转动态能量（vibrational-rotational energy
transfer），最终转移为平动能，达到各种能级热平衡的分布。
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unit

早期的物理单位依赖于纯物质或者某一个样品作为标准(Artifact），例如米
曾经被定义为通过巴黎的子午线从北极点到赤道距离的千万分之一，千克被 地球周长约为四千万米

定义为一升水的质量（图4为千克原器），温度的一度被定义为水的冰点和沸
点的百分之一。

Figure 4: International Prototype of the Kilogram (Le Grand K)

Figure 5: Old and New SI unit

现代物理量的单位由基本物理规律决定，图5给出了新旧SI单位之间的关
系。首先定义的物理单位是时间。通过铯原子的电子在微波波段的精细结构 在一个周期中数数测频率

是最精确的测量方法（hyperfine structure, hfs）跃迁频率定义了秒（s）：

∆v(133Cshfs) = 9192631770 (s−1)

即1秒内铯原子的这一个跃迁周期数为9192631770个。采用铯原子的原因是
其冷原子比较容易制备（Figure 6），可以用来发展光钟（atomic clock）。
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未来将发展核钟，例如用钍原子核一个能量特别低的跃迁可以在真空紫外波

段发展核钟（nuclear clock）。另一个在射电天文光测上常见的电子精细结构
跃迁跃迁是氢原子（宇宙中最多的元素）的21厘米线。
由光子的能量公式和相对论的质能关系，定义了能量也就是定义了质量。

E = h · v (3)

= m · c2 (4)

其中v是光子的频率，单位是赫兹（Hz）; h为Planck常数，物理意义为单
位频率光子的能量。因此通过确定Planck常数，可以定义能量的单位焦耳
（J）。

h = 6.62607015 × 10−34 (J ·Hz−1)

由相对论可知光速不变，因此可以通过确定的光速来定义第二个物理单位，

长度的单位米（m）。

c = 299792458 (m · s−1)

通过确定Planck常数，也定义了第三个物理单位，质量的单位千克（kg），
千克和能量的单位焦耳有如下关系：如何测量质量为1kg的砝

码？

J = kg ·m2 · s−2

第四个物理单位是温度的单位开尔文（K），其物理意义是改变单位熵值
（lnΩ）所需的能量，数值通过Boltzmann常数确定。温度是宏观概念，单个粒

子何谈温度？

kB = 1.380649 × 10−23 (J · K−1)

宏观物理量和微观物理量由Avogadro常数（NA）联系，即1 mol物质的
量中的粒子数：

NA = 6.02214076 × 1023

对于理想气体，在标准温度压力（271.15 K 101.325 kPa）下的摩尔体积为：

V = NAkBT/P = 22.41396954 . . . L3mol−1

此时气体分子密度的Loschmidt常数为：

L = P/(kbT) = 2.686780111 . . . × 1025 m−3
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Figure 6: Cesium Frequency standard and Cs clock.

7



thermal engineering (210622117402)

2 basic statistical thermodynamics

热力学和统计物理是统一的。

从微观角度出发，对物质体系的描述可以看作大量粒子通过随机跃迁产生

的在所有可能的量子能级上的分布。

不同分布的出现概率是不同的。 对宏观体系的粒子数量来说，只有一种大数定理
Principle of most probable
distribution 最可能的分布数是远远超过其他分布方式的，称为最概然分布(most probable

distribution)。体系平衡态的性质由最概然分布状态决定。
微观粒子分布的第二个基本原则是等概率原则，量子态能量相同则分布概

率相同。等价地，体系最可能的分布，是量子态最大化的分布状态。具体来Principle of equal a priori
probabilities 说，是系综和环境（ensemble and reservoir）总的量子态数量达到最大。

可以用系综平均取代时间平均。

首先讨论微正则系综（microcanonical ensemble, NVU）。对于一个孤立
系统，有固定的能量（U）和尺寸（体积V、粒子数量Ni），所有微观状态的

概率是相同的。

p =
1

Ω(U, V, Ni)
(5)

体系的熵（entropy）定义为：

S = kB lnΩ (6)

等价的：

S = −kB

∑
i

pi ln pi (7)

随着时间的演化，当系统的约束条件变化后，系统会演化为一个新的平衡

态，这个过程的熵永远是增加的。熵增原理决定了体系永远向着混乱度增加

的方向进展。熵也被成为时间之矢，熵增的方向决定了体系热力学量的变化

方向。

考虑正则系综（carnonical ensemble, NVT）。此时，体系的能量可以波
动（涨落），但是与环境的温度(T, β = 1

kBT )相同。

Pi ∝ ΩEB
= ΩE−Ei

= eln(ΩE−Ei ) (8)

由于Ev远小于E，可以做泰勒展开：

ln(ΩE−Ei
) = ln(ΩE) − ϵi

(
d lnΩE

dE

)
+ · · · (9)

由此可以得到著名的Boltzmann分布：Gibbs 1902

Pi ∝ e−βϵi (10)
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由归一化条件
∑

Pi = 1，可以得到

Pi =
e−βϵi

Q
(11)

定义指数因子的和为配分函数（partition function）:

Q =
∑
i

e−βϵi (12)

等价地，Boltzmann 分布也可以由拉格朗日乘子法得到。对于N个粒
子，分布在m个能级上的情况，若每个能级上的分布数为ni，即粒子按
照n1, n2, . . . , nm 的方式分布：其出现的概率为： N个粒子的数量级为eN

W =
N!

n1!n2! . . . , nm!
(13)

最可能出现的分布方式可以将公式13用斯特林近似1 表示为对数函数，然

后通过求极值的方法得到。约束条件为总粒子数固定和体系的总能量(内能)固
定。

N = Σni (14)

U = Σpiui (15)

其中pi = ni/N为某能级出现的概率。
将这两个约束条件用拉格朗日乘子法加到对数函数上，就可以求得最可能

的分布方式，Boltzmann分布（其中β = 1
kBT）：

pi =
ni
N

=
e−βϵi∑
i
e−βϵi

(16)

Boltzmann 分布是统计物理中的核心思想。当粒子相互作用可以忽略
时，微观粒子的量子统计规律可以很好地近似为Boltzmann 统计分布。 玻色子：Bose-Einstein 统

计；费米子：Fermi-Dirac
统计，表 9Boltzmann分布表明，不同能级的分布概率与能量成指数下降的关系，能级

越高，分布数越少，分布数与指数因子e−βϵi成正比。
Boltzmann分布也和温度直接相关。对于理想气体，粒子相互作用的势能

可以忽略，只考虑粒子分子运动的动能，则体系的内能直接决定了粒子在动

能能级上的Boltzmann分布，从而决定了体系的温度。因此理想气体的内能
是温度的单值函数，理想气体的内能直接由温度的表现。一般而言，非理想 理想气体：内能就是温度

温度就是内能气体需要考虑分子之间相互作用的势能，但分子动能仍由温度体现。当内能

变化时，温度也随之变化。温度低时，只有少数几个低能级有显著的分布；

温度升高时，更多的高能上的指数因子开始变大。

Q也是温度的函数，随着温度上升迅速指数增加。配分函数的物理意义可

1对大数的阶乘n!，斯特林近似(Stirling approximation)是常用的近似方法。

9



thermal engineering (210622117402)

以看作是在某温度下体系等效占据了多少个量子态。配分函数是统计物理中

的核心概念。配分函数是体系微观状态的统计信息，可以计算体系中所有的

热力学信息。

可以证明，在不同变量表示下，Boltzmann分布是通用的，都有公式 (17)的
形式：

Pi =
e−fi∑
e−fi

(17)

不同变量表示下的配分函数都可以定义为

Q =
∑
i

e−fi (18)

体系熵的Legendre变换（Massieu function）都可以写成以下形式：

S[· · · ] = kB ln Q (19)

在NVE系综中，体系内能（U）是固定的；而在NVT系综中，体系的温度
（β）是固定的，但能量的涨落非常小。

⟨(δU)2⟩ =
∂2 ln Q
∂β2

∣∣∣∣∣
N,V

= −∂⟨U⟩
∂β

∣∣∣∣∣
N,V

= kBT2CV (20)

此时NVT系综中能量涨落与平均值的比值随着粒子数量的增加而迅速减小，
量阶为： √

⟨(δU)2⟩
⟨U⟩

∼ O
(

1
√

N

)
(21)

例如，对于理想气体，CV = 3
2 NkB，而⟨U⟩ = 3

2 NkBT，√
⟨(δU)2⟩
⟨U⟩

=
1√
3
2 N

(22)
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3 thermodynamics

热力学研究平衡态。平衡态的宏观性质不随时间变化，也与演化时间无关，

而由内部性质决定。热力学根本问题，是假设从一个初始平衡态出发，发生

传热、做功、传质后，达到的新的平衡态。 做功和传质也是等价的

热力学假设一：平衡态性质由体系的内能（U）、体积（V）和化学组成
的摩尔数（N1, N2, ..., Nr）决定。

热力学假设二：熵是体系的平衡态函数，是广延量(extensive proper-
ties)，平衡态使得熵达到最大。

此时，

S = S(U, V, N1, N2, ..., Nr ) (23)

热力学假设三：熵具有可加性、是内能的连续可微的增函数。

热力学假设四：熵趋于零的条件

∂U
∂S

∣∣∣∣∣
V,N

= 0 (24)

也就是说： 热力学第三定律

S→ 0 as T→ 0 (25)

体系的熵与内能是单调正相关的，因此体系内能也可以写为熵的函数。

U = U(S, V, N1, N2, ..., Nr ) (26)

从以上基本假设，可以得到

dS =
1
T
dU +

p

T
dV −

µ

T
dN (27)

dU = TdS − pdV + µdN (28)

可见，传热、做功、改变化学组成的演化方向分别由T, P, µ决定。例如，温
度T、压力p、化学势µ被定义为：

1
T

=
∂S
∂U

∣∣∣∣∣
V,N

(29)

p

T
=

∂S
∂V

∣∣∣∣∣
U,N

(30)

µi

T
=

∂S
∂N

∣∣∣∣∣
U,V,Nj,1

(31)
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可以进一步得到熵和内能的欧拉形式：

S(U, V, N) =
1
T

U +
p

T
V −

∑ µi

T
Ni (32)

U(S, V, N) = TS − pV +
∑

µiNi (33)

Gibbs-Duhem关系：

SdT − Vdp +
∑

Nidµi = 0 (34)

从式 (15)可以得到

dU =
∑

Uidpi +
∑

pidUi (35)

可以证明，公式 (125)等价于

dU = TdS − pdV (36)

其中第一项对应传热、第二项对应做功

dU = δQ − δW (37)

此为热力学第一定律。注意这里的δQ, δW只表示能量的变化。微观上传热与
做功分别对应量子态的分布变化和量子态的能量变化。图 7给出了传热与做
功的微观概念。熵的变化只与能级上的分布有关，与能级的绝对值无关，因

此只做功不传热时，过程是可逆的、等熵的（isoentropic）。
热力学第二定律有很多种说法，其本质都是熵的最大化。由于温度随着熵

的增加而增加，能量U在熵和广义体积作为变量构成的平面上是一个下凹的
函数，与熵最大等价的是能量最小化。图 8给出了两者的光系，Lecture 2 (2 hour)

28th February 2025 当选择不同的变量为参数时，熵和能量有不同的表达方式，表 1和表 (2)分
别给出了在熵表示和能量表示下的写法。自由能的物理意义是做功的能力。

例如，Helmholtz自由能是等温体系的做功能力，焓（enthalpy）是变体积
等压体系的做功能力，Gibbs自由能是等温等压体系的做功能力。 由热力学reversible work

第二定律，当体系在等温等压环境中达到平衡态的条件是Gibbs自由能达到最
小。

12
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Figure 7: The first law

Figure 8: The second law
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parameters partition function entropy representation entropy derivatives

U, V, Ni Q = Ω S(U, V, Ni) = 1
T U + p

T V −
∑ µi

T Ni dS = 1
TdU + p

TdV −
∑ µi

T dNi

1/T, V, Ni Q =
∑
j

exp(− Uj

kT ) S[1/T, V, Ni] = S − 1
T U dS[1/T, V, Ni] = −Ud 1

T + p
TdV −

∑ µi
T dNi

U, V,−µiT Q =
∑
j

exp(
∑
i

µi
kT Nij ) S[U, V, µiT ] = S +

∑ µi
T Ni dS[U, V, µiT ] = 1

TdU + p
TdV +

∑
Nid

µi
T

1/T, V,−µiT Q =
∑
j

exp(− Uj

kT +
∑
i

µi
kT Nij ) S[1/T, V, µiT ] = S − 1

T U +
∑ µi

T Ni dS[1/T, V, µiT ] = −Ud 1
T + p

TdV +
∑

Nid
µi
T

U, pT , Ni Q =
∑
j

exp(− P
kT Vj ) S[U, pT , Ni] = S − p

T V dS[U, pT , Ni] = 1
TdU − Vd p

T −
∑ µi

T dNi

1/T, pT , Ni Q =
∑
j

exp(− Uj

kT −
P
kT Vj ) S[1/T, pT , Ni] = S − 1

T U − p
T V dS[1/T, pT , Ni] = −Ud 1

T − Vd p
T −

∑ µi
T dNi

U, pT ,−
µi
T Q =

∑
j

exp(− P
kT Vj +

∑
i

µi
kT Nij ) S[U, pT ,

µi
T ] = S − p

T V +
∑ µi

T Ni dS[U, pT ,
µi
T ] = 1

TdU − Vd p
T +

∑
Nid

µi
T

1/T, pT ,−
µi
T Q =

∑
j

exp(− Uj

kT −
P
kT Vj +

∑
i

µi
kT Nij ) S[1/T, pT ,

µi
T ] = S − 1

T U − p
T V +

∑ µi
T Ni dS[1/T, pT ,

µi
T ] = −Ud 1

T − Vd p
T +

∑
Nid

µi
T = 0

Table 1: entropy representation

1
4



x
u
n
c
h
e
n
l
i
u

parameters Gibbs’name Free energy name energy representation energy derivatives

S, V, Ni Microcanonical - U = U(S, V, Ni) = TS − pV + µiNi dU = TdS − pdV +
∑
µidNi

1/T, V, Ni canonical Helmholtz F[T, V, Ni] = U − TS dF = −SdT − pdV +
∑
µidNi

S, V,−µiT - - U[S, V, µi] = U −
∑
µiNi dU[S, V, µi] = TdS − pdV −

∑
Nidµi

1/T, V,−µiT Grand canonical - U[T, V, µi] = U − TS −
∑
µiNi dU[T, V, µi] = −SdT − pdV −

∑
Nidµi

S, pT , Ni - enthalpy H = H(S, p, Ni) = U + pV dH = TdS + Vdp +
∑
µidNi

1/T, pT , Ni - Gibbs G = G(T, p, Ni) = U − TS + pV dG = −SdT + Vdp +
∑
µidNi

S, pT ,−
µi
T - - U[S, p, µi] = U + pV −

∑
µiNi dU[S, p, µi] = TdS + Vdp −

∑
Nidµi

1/T, pT ,−
µi
T - - U[T, p, µi] = U − TS + pV −

∑
µiNi = 0 dU[T, p, µi] = −SdT + Vdp −

∑
Nidµi = 0

Table 2: energy representation

1
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Lecture 3 (2 hour)
5th March 2025

4 ideal gas

理想气体是全同的无相互作用的单原子气体。假设每个粒子的配分函数为q，
则N个粒子的总配分函数为：

Q =
1

N!
qN (38)

每个粒子的能级可由partical in a box模型表示：和式 1是一样的

En =
h2

8mL2 n
2 (39)

在不同能级的分布：

ϵ1 =
h2

8mL2 (40)

ϵn = (n2 − 1)ϵ1 (41)

求和得到单个粒子的一维平动的配分函数：

qL =
∞∑
n=1

e−(n2−1)βϵ1 (42)

=

∞∫
1

e−(n2−1)βϵ1dn (43)

≈
∞∫

0

e−n
2βϵ1dn (44)

=
(

1
βϵ1

) 1
2
(√
π

2

)
(45)

= (
2πm
h2β

)
1
2 L (46)

单个粒子在XYZ三个方向的总配分函数：

qV = (
2πm
h2β

)
3
2 V =

V
Λ3 (47)

其中，Λ = h/(2πmkBT)
1
2具有长度单位，与质量和温度的平方根成反比，称

为分子的热运动波长（thermal wavelength）。对于轻分子和高温下，热运动

16
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的波长也远远小于分子间距。例如氢气在1 bar 298 K下，Λ =71.2 pm，而分
子间距平均为3 nm，可以看作是理想气体。

N个粒子的配分函数

Q(NVT) =
1

N!

( V
Λ3

)N
(48)

理想气体的内能也可以由配分函数计算得到

⟨U⟩ =
∂ ln Q
∂(−β)

∣∣∣∣∣
V

(49)

= − 1
Q

∂Q
∂β

∣∣∣∣∣
V

(50)

=
1
Q

VN

N!
3N

Λ3N+1
dΛ
dβ

(51)

=
1
Q

VN

N!
3N

Λ3N+1
Λ

2β
(52)

=
3N
2β

=
3
2

NkBT (53)

这和我们从分子运动论得到的结果（U = 3
2nRT）是一致的。每个粒子的每个

平动自由度的能量为1
2kBT。

理想气体的状态方程：

βp =
∂ ln Q
∂V

∣∣∣∣∣
β

=
N
V

= ρ (54)

pV = NkBT = nRT (55)

每个粒子体积功p V
N = kBT。

定义热容

CV =
∂U
∂T

∣∣∣∣∣
V

(56)

ĉV =
3
2
kB (57)

Cp =
∂H
∂T

∣∣∣∣∣
p

=
∂(U + pV)

∂T

∣∣∣∣∣
p

(58)

ĉp =
5
2
kB (59)

对于双原子气体，如氮气、氧气，ĉV = 5
2kB, ĉp = 7

2kB。

理想气体的熵，物理意义为平均到每个粒子的熵，所对应的配分函数为平

17
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均到每个粒子的体积所对应配分函数乘e
5
2。

S
N

= kB

(
ln q V

N
+

5
2

)
(60)

= kB

ln
e

5
2 kBT
pΛ3

 (61)

可以将理想气体的熵写为NVE函数：Sackur-Tetrode公式

S(U, V, N) = NkB

ln  V
N

(4πm
3h2

U
N

) 3
2
 +

5
2

 (62)

= NkB

(3
2

ln
U
N

+ ln
V
N

+ S0

)
(63)

S0 = NkB

(3
2

ln
4πm
3h2 +

5
2

)
(64)

等温过程只需考虑体积变化

Sf − Si = NkB ln
Vf

Vi
= −NkB ln

pf
pi

(65)

dS = NkB
dV
V

(66)

当理想气体温度变化时的变压变容过程（多变过程），可以分解为定容变

压加等温变容过程：

Sf − Si =
3
2

NkB ln
Uf

Ui
+ NkB ln

Vf

Vi
(67)

= CV ln
Tf
Ti

+ NkB ln
Vf

Vi
(68)

dS = CV
dT
T

+ NkB
dV
V

(69)

或者定压变容加等温变压过程：

Sf − Si =
3
2

NkB ln
Uf

Ui
+ NkB ln

Vf

Vi
− NkB ln

pf
pi

(70)

= CV ln
Tf
Ti

+ NkB ln
Tf
Ti
− NkB ln

pf
pi

(71)

= Cp ln
Tf
Ti
− NkB ln

pf
pi

(72)

dS = Cp
dT
T
− NkB

dp

p
(73)

18
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这两个过程是等价的，约去 dT
T 项之后得到：

Sf − Si = CV ln
pf
pi

+ Cp ln
Vf

Vi
(74)

dS = CV
dp

p
+ Cp

dV
V

(75)

可见，在等熵（绝热）过程中

dp

p
= −γdV

V
(76)

pVγ = Constant (77)

其中γ = Cp/CV 为热容比。单原子气体为5/3，双原子气体为7/5。 非理想气体：

1
γ − 1

(78)对于多变过程的过程功：

w =

2∫
1

pdv = − 1
n − 1

(p2V2 − p1V1) (79)

= − NkB

n − 1
(T2 − T1) (80)

= −
γ − 1
n − 1

CV(T2 − T1) (81)

技术功：

wt =

2∫
1

Vdp = n · w (82)

过程热量：

q = ∆U + w = (1 −
γ − 1
n − 1

)CV(T2 − T1) (83)

可见等效的热容为

Cn =
n − γ
n − 1

CV (84)

各种热力过程的计算公式总结在表 4。

以Carnot循环为例。Carnot循环是在高温和低温之间绝热过程结合等温过
程的循环。可见对于pV图 9中Carnot循环是在T1, T2两个温度间循环做功最大

的热力循环方式（面积最大），是两种理想过程的结合。高温低温之间的绝

热过程是等熵的，没有熵的增加。等温过程是理想的可逆过程，即做功足够

慢，体系与环境充分热交换，保持同样的温度，不存在高温低温之间的传热

和熵增加，因此体系与环境交换的热量可以完全再做功。

其中由绝热过程关系TVγ−1 为常数得到
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Figure 9: Carnot循环

Table 3:卡诺循环各过程做功与传热情况
卡诺循环过程 做功W 传热Q

等温膨胀（1 - 2） w1→2 = −NkBT1 ln( V2
V1

) NkBT1 ln( V2
V1

)
绝热膨胀（2 - 3） w2→3 = CV(T2 − T1) 0
等温压缩（3 - 4） w3→4 = −NkBT1 ln( V4

V3
) NkBT2 ln( V4

V3
)

绝热压缩（4 - 1） w4→1 = −CV(T2 − T1) 0
卡诺循环总做功 w = NkB(T1 − T2) ln( V1

V2
) −NkB(T1 − T2) ln( V1

V2
)

V1

V4
=

V2

V3
=

T1

T2
(85)

Carnot循环的效率

η =
Q1 − Q3

Q1
= 1 − T2

T1
(86)
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Table 4:理想气体可逆过程计算公式（定值比热容）
参数 过程类型
pVn 定容过程n = ∞ 定压过程n = 0 定温过程n = 1 定熵过程n = γ 多变过程n

过程特征 V =定值 p =定值 T =定值 s =定值
TpV之间的关系式 T1

T2
= p1

p2

T1
T2

= V1
V2

p1V1 = p2V2 p1Vγ

1 = p2Vγ

2

T1Vγ−1
1 = T2Vγ−1

2

T1p
1−γ
γ

1 = T2p
1−γ
γ

2

p1Vn
1 = p2Vn

2
T1Vn−1

1 = T2Vn−1
2

T1p
1−n
n

1 = T2p
1−n
n

2

∆u CV(T2 − T1) CV(T2 − T1) 0 CV(T2 − T1) CV(T2 − T1)
∆h Cp(T2 − T1) Cp(T2 − T1) Cp(T2 − T1) Cp(T2 − T1)
∆s CV ln T2

T1
Cp ln T2

T1
NkB ln V2

V1

−NkB ln p2
p1

0 CV ln T2
T1
− NkB ln p2

p1

Cp ln T2
T1
− NkB ln V2

V1

CV ln p1
p1

+ Cp ln V2
V1

比热容C CV = NkB
γ−1 Cp = γNkB

γ−1 ∞ 0 n−γ
n−1 CV

过程功w =
2∫

1
pdV 0 p(V2 − V1)

NkB(T2 − T1)
NkBT ln V2

V1

−NkBT ln p2
p1

−∆u
NkB
γ−1 (T1 − T2)

NkBT1
γ−1

[
1 −

(
p2
p1

) γ−1
γ

]
−NkB

n−1 (T2 − T1)
− γ−1
n−1 CV(T2 − T1)

NkBT1
n−1

[
1 −

(
p2
p1

) n−1
n

]
技术功wt = −

2∫
1

Vdp V(p1 − p2) 0 w −∆h
γNkB
γ−1 (T1 − T2)

γNkBT1
γ−1

[
1 −

(
p2
p1

) γ−1
γ

]
wt = γw

nNkB
n−1 (T1 − T2)

nNkBT1
n−1

[
1 −

(
p2
p1

) n−1
n

]
wt = nw

过程热量q ∆u ∆h T(s2 − s1)
q = w = wt

0 n−γ
n−1 CV(T2 − T1)

2
1
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homework 1

1. Boltzmann分布是普遍存在的。

• 地球质量M⊕ ≈ 5.9722 × 1024kg，由于地球是球形对称的，根据万
有引力定律，可以看作一个质点作用。推导重力作用下，大气压力

随高度下降的规律

F =
GmM⊕

r2 = mg, G ≈ 6.67430 × 10−11m3 · kg−1 · s2 (87)

• 已知海平面标准压力P0＝101325 Pa，估算地球大气层中有多少个
分子

• 推导气体运动论中的Maxwell-Boltzmann分布

• 假设有N个粒子，总能量为3N，假设初始的能量为平均分布，即
每个粒子的能量都为3，请编写计算机程序，通过粒子之间发生充
分多的随机能量交换，得到平衡后的能量分布直方图。

2. 根据热力学数据查表：https://janaf.nist.gov/，研究不同类型分子热容
随温度的变化规律。
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Lecture 4 (2 hour)
7th March 2025

5 steam

水有较大的热容，用于汽轮机发电。水的相图见图 10。在p-T图中，可见达
到相平衡（phase equilibrium）时，水的饱和蒸汽压(pe)与温度有如下关系：(

∂S
∂V

)
T

=
(
∂p

∂T

)
V

(88)

(
dp

dT

)
e

=
∆He

Te∆V
=
∆he
Te

pe
kBTe

(89)

d(ln pe) = −∆he
kB

d(
1
Te

) (90)

ln pe = A − ∆he
kBTe

(91)

Figure 10: phase diagram of water

水蒸汽的焓等热物性数据可以用图 11，iapws-IF97数据库计算。https://www.iapws.org/relguide/IF97-
Rev.html
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Figure 11: Mollier diagram of water

Figure 12:例题4-3
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Figure 13: Mollier diagram of water

水的焓熵图（莫里尔图）如图 13,可以用于直接计算做功前后的焓变。
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Lecture 5 (2 hour)
12th March 2025

6 1d flow

忽略黏性、传热（绝热条件）、重力、理想气体、比热为常数条件下的欧拉

方程： 

d
dt
ρ =

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu⃗) = 0

d
dt
ρu⃗ =

∂ρu⃗

∂t
+ ρ∇ · (u⃗ ⊗ u⃗) = −∇p

d
dt

(
p

ργ

)
= 0

(92)

只考虑一维流动情况时：

∂ρ

∂t
+ ρ

∂u
∂x

+ u
∂ρ

∂x
= 0

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+
1
ρ

∂p

∂x
= 0

d
dt

(
p

ργ

)
= 0

(93)

一维流动的守恒定律写为如下形式
ρu = C

p + ρu2 = C

h + u2/2 = C

(94)

定常情况下，考虑能量守恒得到伯努利积分，包含动能和内能两部分，两

者相加是守恒的。

u2

2
+

γ

γ − 1
p

ρ
=

u2

2
+

a2

γ − 1
=

u2

2
+ h =

u2

2
+ cpT = C (95)

驻点参考量(Stagnation value)的物理意义是将动能（速度）全部转化为内
能（标量）后的标量值。

γ

γ − 1
p0

ρ0
=

a2
0

γ − 1
= h0 = cpT0 = C (96)

当u∗ = a∗ 时，有临界参考量p∗, ρ∗, T∗, h∗。可以看出速度和声速值符合椭圆
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方程：
u2

2
+

a2

γ − 1
=

u2
max

2
=

a2
0

γ − 1
= C (97)

因此得到临界声速
γ + 1

2(γ − 1)
a2
∗ = C (98)

绝热条件下：

dp

p
= γ

dρ

ρ
=

γ

γ − 1
dT
T

=
γ

γ − 1
dh
h

=
2γ
γ − 1

da
a

(99)

p

p0
=

(
ρ

ρ0

)γ
=

(
T
T0

) γ

γ−1

=
(
h
h0

) γ

γ−1

=
(
a
a0

) 2γ
γ−1

=
(
1 +

γ − 1
2

Ma2
)− γ

γ−1
(100)

其中，由无量纲温度和无量纲速度（马赫数）的关系由以下关系得到：

u2

2
+

γ

γ − 1
RT =

γ

γ − 1
RT0 (101)

T
T0

=
(
1 +

γ − 1
2

Ma2
)−1

(102)

可见标量变化规律是相同的，而且按顺序变小。速度决定了标量和驻点参

考量的比值。给定任意某个位置的速度，就可以得到速度变化后的特征参考

量的变化比值：

p1

p2
=

p1

p0
·
p0

p2
=

1 + γ−1
2 Ma2

1

1 + γ−1
2 Ma2

2


− γ

γ−1

(103)

这里引入了马赫数Ma = u/a，

ρ′

ρ
∼ −1

2
Ma2 (104)

表明马赫数体现了可压缩性。

声速被看作是小扰动的传播速度：

p′ =
(
∂p

∂ρ

)
S
ρ′ = a2ρ′ (105)

a =
√
γ
p

ρ
=

√
γRT (106)

其中R = NAkB/M。
如图 14所示马赫角，

sin α =
1

Ma
(107)
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Figure 14:声速的传播

绝热过程中，质量守恒分别加上能量守恒和动量守恒决定了h-s图中
的Fanno线和Rayleigh线。激波发生在从超声速到亚声速点的切换过程。

下面考虑非绝热情况。考虑有热交换的一维流动情况（Rayleigh flow），
守恒定律写为如下形式，其中u = Ma

√
γRT ρu = C

p + ρu2 = C
(108)

这里是质量守恒和动量守恒的方程，由于是非绝热，没有对应的能量守恒的

式子。但从以上两个式子可以得到以下关系：

p2

p1
=

1 + γMa2
1

1 + γMa2
2

T2

T1
=

p2ρ1

p1ρ2
=

p2u2

p1u1
=

[
Ma2(1 + γMa2

1)

Ma1(1 + γMa2
2)

]2

ρ2

ρ1
=

u1

u2
=

Ma2
1(1 + γMa2

2)

Ma2
2(1 + γMa2

1)

(109)

在非绝热情况下，虽然标量值变化了，比如加热后总温上升，但前后两个状

态点的标量的比值，是由速度决定的。

也可以将工况统一转化(∆S > 0)到临界状态（Ma = 1）并转化(∆S = 0)为
驻点温度。对于由传热相联系的不同状态点来说，最终达到的T0∗是固定的，
即达到声速时熵变（传热）最大点 (113)。
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Figure 15: Fanno Line
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

p

p∗
=

1 + γ
1 + γMa2

T
T∗

=
[

Ma(1 + γ)
(1 + γMa2)

]2

ρ∗

ρ
=

u
u∗

=
Ma2(1 + γ)
1 + γMa2

Ti0
T∗0

=
Ti0
Ti

Ti
T∗i

T∗i
T∗0

=
(
1 +

γ − 1
2

Ma2
) [Ma(1 + γ)

1 + γMa2

]2 (
1 +

γ − 1
2

)−1

p0

p∗0
=

γ + 1
1 + γMa2

[
2 + (γ − 1)Ma2

γ + 1

] γ

γ−1

(110)

此时得到如图 16的T-s图中瑞利线。在右顶点有最大熵增(
ds
dT

)
= R

T(γ−1) + R
T−u2/R (111)(

ds
dT

)
= 0 (112)

Ma = 1 (113)

在上顶点有最大温升 (
dT
ds

)
= 0 (114)

Ma = 1/
√
γ (115)

得到加热对流动速度的影响，在亚声速和超声速情况下是相反的影响。

Table 5: The effects of heating and cooling on the properties of Rayleigh flow

Property
Heating Cooling

Subsonic Supersonic Subsonic Supersonic

u ↑ ↓ ↓ ↑
Ma ↑ ↓ ↓ ↑
T0 ↑ ↑ ↓ ↓

T
↑ for Ma < 1/k1/2

↓ for Ma > 1/k1/2 ↑ ↓ for Ma < 1/k1/2

↑ for Ma > 1/k1/2 ↓

ρ ↓ ↑ ↑ ↓
P0 ↓ ↓ ↑ ↑
P ↓ ↑ ↑ ↓
S ↑ ↑ ↓ ↓
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Figure 16: Rayleigh Line

7 nozzle

当一维流动结合截面面积（A）变化时的定常流动（时间导数为零）：守恒方
程组： 

ρuA = C

ρu
du
dx

+
dp

dx
= 0

d
dx

(
p

ργ

)
= 0

(116)

微分形式： 

dρ

ρ
+
du
u

+
dA
A

= 0

ρudu = −dp = −a2dρ

dρ

ρ
= −Ma2 du

u

(117)
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从而得到马赫数决定的面积变化和速度变化的关系。

dA
A

= (Ma2 − 1)
du
u

(118)

du
u

= − 1
Ma2 − 1

dA
A

(119)

可见亚声速和超声速情况下，流道面积的变化对速度和标量的影响是相反

的。

Table 6: The effects of area on 1D isentropic flow

A u p,ρ,T

Ma < 1
↑ ↓ ↑
↓ ↑ ↓

Ma > 1
↑ ↑ ↓
↓ ↓ ↑

可以得到面积与马赫数关系

A · ρ · u = C (120)

A ·Ma ·
(
1 +

γ − 1
2

Ma2
)− γ+1

2(γ−1)
= C (121)

A
A∗

=
1

Ma

[
2 + (γ − 1)Ma2

γ + 1

] γ+1
2(γ−1)

(122)

小孔节流时，可以认为内部有驻点参数p0T0ρ0，根据出口压力p即可得到
出口马赫数 (100)。流量计算：

m = ρ1u1A1 = ρ0a0A1
ρ1

ρ0

a1

a0
Ma1 (123)

= ρ0a0A1

√√√√
2

γ − 1


(
p1

p0

)− γ−1
γ

− 1


(
p1

p0

) γ+1
γ

(124)

可见可以完全由压力控制小孔的流量。求导为零得到出口压力为临界压力

时，有最大流量。即出口最大流速即为声速，形成雍塞（choked）。

mmax = Ap0

√
γ

RT0

(
γ + 1

2

)− γ+1
2(γ−1)

(125)

可见只需要将外部背压降到临界压力之下（对于空气，这个值是0.5283），
出口即可形成声速，外界继续降低压力也不会增加流量。只要保持内部总温

总压稳定即可得到一个不受下流压力波动影响的控制流量的方法，下游压力

波动也不会影响上游。
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亚声速和超声速时，面积对流速和标量影响是相反的。根本原因是Ma决
定了速度和密度对流量强度的作用占比不同 (117)。当声速时有最大的局部
流量强度（ρu），并只会在最小截面上产生 (123)。因此应设计收扩喷嘴
（converging diverging nozzle），称为拉瓦尔喷嘴（Laval nozzle）。
更多可压缩空气动力学公式，请参考NACA-TR-1135, Equations, tables,

and charts for compressible flow
https://ntrs.nasa.gov/citations/19930091059

homework

1. 有一个9.5MW的电加热器，加热内径198mm的不锈钢圆管内空气气
流。入口条件为温度50摄氏度、1MPa、20kg/s，求出口条件？（假
设γ=1.4，cp=1.00 kJ/kg/K。）

2. 某超声速风洞由高压气源、拉瓦尔喷管、试验段组成，参数为Ma = 3、
截面积225cm2、零下20摄氏度、50kPa。求入口条件？喉道速度和标
量？压气机功率？

Lecture 6 (2 hour)
14th March 2025
Lecture 7 (2 hour)
19th March 2025
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Figure 17: random walk

Lecture 8 (2 hour)
21st March 2025

8 thermal diffusion

扩散过程过程可由粒子的随机行走模型导出。例如考虑一个一维的随机行

走，粒子的位置成高斯分布。

G(x, t) =
1

σ
√

2πt
e−

x2

2σ2t (126)

可以导出空间二阶的扩散方程和空间一阶的扩散流量J。

∂ρ

∂t
=
σ2

2t
∂2ρ

∂x2 = D
∂2ρ

∂x2 = − ∂
∂x

(
−D

∂ρ

∂x

)
= − ∂J

∂x
(127)

对于内能的热扩散，定义热流量q = −λ∇T，得到热扩散方程：

∂U
∂t

= λ∇2T = −∇ · (−λ∇T) = −∇ · q (128)
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又因为∂U
∂T = cvρ，有

∂U
∂t

= λ∇2T + δQ (129)

∂T
∂t

= λ
cvρ
∇2T + δQ

cvρ
(130)

类似的，质量扩散Fick’s law :

∂C
∂t

= D
∂2C
∂x2 (131)

动量扩散对应粘度：

∂ρu

∂t
= −∂σs

∂x
= − ∂

∂x

(
−ν

∂ρu

∂x

)
(132)

通用的关于φ的控制方程中，得到广义的扩散系数Γφ和源项Sφ：

d
dt

(ρφ) =
∂(ρφ)
∂t

+ ∇ · (ρU⃗φ) = ∇ · (Γφ∇φ) + Sφ (133)

定常无热源情况，求解温度场方程简化为拉普拉斯方程。

a∇2T = 0 (134)

热扩散方程的解满足二阶导为零。

第一类边界条件，规定边界温度。（Dirichlet boundary condition）

Table 7:不同壁面热传导相关公式
分类 平壁热传导 圆筒壁热传导 球壁热传导

微分方程 − d
dr (−λ dT

dr ) = 0 − d
dr (−(2πr)λ dT

dr ) = 0 − d
dr (−(4πr2)λ dT

dr ) = 0

通解形式
T = C1r + C2

T−T1
T2−T1

= r−r1
r2−r1

T = C1 ln r + C2
T−T1
T2−T1

= ln r−ln r1
ln r2−ln r1

T = C1
1
r + C2

T−T1
T2−T1

=
1
r −

1
r1

1
r2
− 1

r1

热流密度 q = −λ∆T
∆r = −∆T

∆r
λ

q = −λr
∆T
∆ ln r = − ∆T

∆ ln r
λ
r

q = − λr2
∆T
∆1/r = − ∆T

∆1/r
λ

r2

热流量 Q = ∆T∑
∆r
λ

Q = ∆T∑
∆ ln r

2πrl λr

Q = ∆T∑
∆1/r

4πr2 λ

r2

第二类边界条件，规定边界热流密度（Neumann boundary condition）。
第三类边界条件，规定边界传热系数和环境温度。(Robin boundary condi-

tion)
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粒子种类 波函数对称性 能级布局数 粒子 统计分布

fermion费米子 anti-symmetric 1 e, D, He3 Fermi-Dirac
boson玻色子 symmetric ∞ photon, H, He4 Bose-Einstein

Lecture 9 (2 hour)
26th March 2025

9 radiation heat transfer

不同自旋对称性的粒子的统计规律如下：

光子属于玻色子，高能级的粒子布局数少但是简并度高，因此光子数量随

着光子能量 (3)的分布有一个极值分布：

dN
V

=
8πv2

c3
1

eβhv − 1
dv (135)

可以得到单位频率下光场的能量分布：

uvdv = hv · dN
V

=
8πhv3

c3
1

eβhv − 1
dv (136)

Planck定律给出了光强的分布：

uv = 8πhv3

c3
1

eβhv−1
[ J
m3 · 1

Hz ] (137)

uv = 2hv3

c2
1

eβhv−1
[ W
m2sr ·

1
Hz ] (138)

uλ = 8πhc
λ5

1
eβhc/λ−1

[ J
m3 · 1

m ] (139)

uλ = 2hc2

λ5
1

eβhc/λ−1
[ W
m2sr ·

1
m ] (140)

c1L = 2hc2 is first radiation constant for spectral radiance
当考虑大平面的的光谱辐射能力Eλ：

Eλ = π × 2hc2

λ5
1

ehc/kBTλ − 1
[

W
m2 ·

1
m

]

c1 = 2πhc2 is first radiation constant; c2 = hc/kB is second radiation constant
Wien’s law

xex

ex − 1
− 5 = 0 (141)

x = 4.965114231 . . . (142)

λmax =
c2

xT
(143)

Stefan-Boltzmann:
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σ =
2π5k4

B

15c2h3 =
π2k4

B

60ℏ3c2 (144)

* * *
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postulates of quantum mechanics*

在本课程中，我们主要学习量子力学的矩阵形式。量子力学的5个基本原理
（postulates）体现了量子力学和经典力学有本质上的不同。2 3

• 原理一描写微观系统状态的数学量是Hilbert空间中的向量

在宏观低速情况下的经典力学中，变量为三维实数空间中的向量，其内积的

顺序是可交换的。而微观尺度的量子力学讨论的对象是Hilbert空间（复数内
积空间）中的向量。而Hilbert空间中内积的定义为：4

⟨φ|ψ⟩ =
∫
φ∗ψ dτ

这里，我们采用了Dirac符号表示内积。可见复数的内积和顺序有关。交换顺
序内积得到的复数有共轭关系。实数空间的内积用点乘表

示，和顺序无关。

⟨φ|ψ⟩ = ⟨ψ|φ⟩∗

可见内积对右因子是线性的，对左因子是反线性的。可以建立对偶空间的概

念，即左空间（bra）和右空间（ket）是转置复共轭的对偶空间。右空间中
的向量|ψ⟩，有其对偶的左空间中对应的向量⟨ψ|，满足转置共轭（complex

conjugate）关系：

⟨ψ| = |ψ⟩†

对偶空间中的运算有如下共轭关系：

|φ⟩ = |aψ⟩ = |ψ⟩ a↔ ⟨φ| = ⟨aψ| = a∗ ⟨ψ|

• 原理二

– 描写微观系统物理量的是Hilbert空间中的Hermit算符。5

– 物理量可以取的值，是Hermit算符的本征值。

– 物理量取值的概率是向量系数的复平方。

若Â是Hilbert空间中的算符，右空间（线性）中算符Â的转置共轭Â†，就是
其在左空间（反线性）中的伴算符。

|φ⟩ = Â |ψ⟩ ↔ ⟨φ| = ⟨ψ| Â†

Hermit算符的定义是自伴算符，即转置共轭与自身相等。Hermit算符在左空间和右
空间相同

Â = Â†

2喀兴林《高等量子力学》第二版第2章
3陈童，https://newquanta.com/《理论力学新讲》下载/, https://newquanta.com/《量子

力学新讲》下载/
4数学基础见，潘必才《量子力学导论》第二版第2章；喀兴林《高等量子力学》第二版

第1章
5物理量为何变成了线性算符？请读陈童《量子力学新讲》2.4
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Hermit算符有如下性质：

1. Hermti算符的本征值为实数。

⟨φ|Â|ψ⟩ =实数

2. Hermit算符的不同本征值对应的本征矢量之间有正交关系。

3. 两个Hermit算符Â, B̂若有共同的本征矢量，则两个算符满足对易关系

[A, B] = ÂB̂ − B̂Â = 0

取Hermit算符Â的本征值|ai⟩作为基组，则一个物理状态（向量）可以写为其
线性组合：

|ψ⟩ =
∑

ci |ai⟩

可见量子力学关于微观世界规律的知识是统计规律。物理量A的期望值：

⟨A⟩ =
∑
|c2
i |ai = ⟨ψ|A|ψ⟩

• 原理三对易关系（commute） 位置和动量是两个基本物
理量，其他物理量都是其
函数– 每个粒子的位置算符（X̂1,2,3）和动量算符（P̂1,2,3）有对易关系

[X̂i , X̂j ] = 0, [P̂i , P̂j ] = 0, [X̂i , P̂i] = iℏ δij

– 不同粒子的所有算符均相互对易

两个物理量若算符对易，则有共同本征矢量基组，可用共同的量子态描述，

即可以一起确定。算符的（不）对易关系是量子力学最重要的特点（Figure
18），同一个粒子的位置和动量的不对易关系，导致了量子化测和不准原

理。

∆ A · ∆ B ≥ 1
2
|[A, B]| (145)

例如，粒子位置和动量之间的测不准关系：

δx · δp ∼ ℏ (146)

• 原理四运动方程(Schrödinger)

∂
∂ t
|ψ(t)⟩ =

Ĥ |ψ(t)⟩
iℏ

(147)

其中，体系Hamiltonian算符为体系能量算符。 不显含时间，无外界作用
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Figure 18: Uncertainty Principle and Schrödinger Equation

Ĥ = T̂ + V̂ (148)

可以进行变量分离，将量子态分为定态和含时部分：|ψ(t)⟩ = |ψ⟩ f (t)得到定
态方程：

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩ (149)

这是体系Hamiltonian的本征值方程，可以得到本征值（ϵj）和本征态
（|aj⟩），和其对应的含时部分：

|ψ(t)⟩ = |ψ⟩ e
−iϵj t
ℏ (150)

Schrodinger图像：
算符不含时，态含时
Heisenberg图像：
算符含时，态不含时

运动方程还可以写成Heisenberg形式：

d
d t

A(t) =
[A(t), Ĥ]

iℏ
(151)

• 原理五全同粒子全同粒子的态矢量，对调任意一对，有对称不变（玻色
子，例如光子）和反对称（费米子，例如电子）。
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Table 8比较了经典力学和量子力学在数学形式上的异同。

Classical Quantum

variable
三维实数内积空间(Euclidean) 无限维复数内积空间(Hilbert)

q̃ = (qx, qy , qz) |ψ⟩

内积
q̃1 · q̃2 = qx,1qx,2 + qy,1qy,2 + qz,1qz,2 ⟨x|y⟩ =

∫
x∗y dτ

q̃1 · q̃2 = q̃2 · q̃1 ⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩∗

加法 q̃1 + q̃2

零

负数

乘法
⟨x|ay + bz⟩ = ⟨x|y⟩ a + ⟨x|z⟩ b
⟨ay + bz|x⟩ = a∗ ⟨y|x⟩ + b∗ ⟨z|x⟩

norm |q̃| =
√
q̃ · q̃ ⟨x|x⟩

angle q̃1 · q̃2 = |q̃1| |q̃2| cos θ

projection

orthogonal q̃x · q̃y = 0 ⟨x0|x1⟩ = 0

basis set x̂, ŷ, ẑ |ai⟩

Transformation
Similarity Unitary
P−1AP = B U−1AU = B

物理量
real functions real eigenvalues

f (q̃, p̃) ⟨x|H |x⟩

对易关系
[qx, qy] = 0, [px, py] = 0 [X̂i , X̂j ] = 0, [P̂i , P̂j ] = 0

[qx, py] = δij [X̂i , P̂i] = iℏ δij

运动方程
q̇ = ∂H

∂p , ṗ = −∂H
∂q

∂
∂ t |ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩

iℏ

q̇ = { q, H } , ṗ = { p, H } ˙A(t) = [A(t),Ĥ]
iℏ

Table 8: Comparison between Classical Mechanics and Quantum Mechanics.
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